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齐次线性方程组的解空间与线性映射的核 *

定理 (解空间大小)

dim(V) = n − rank(A).

给定矩阵 A ∈ Fm×n. 通过 A(⃗x) := A⃗x,我们可定义一个线性映射
A : Fn → Fm.

性质

线性映射 A的核正好为齐次线性方程组 AX = 0的解空间. 即
kerA = {X ∈ Fn | AX = 0}.

此外,我们还有

性质

线性映射 A的像由 A的全体列向量生成;
dim(kerA) + dim(imA) = n.
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非齐次线性方程组的解空间

如何描述非齐次线性方程组的解空间?

W := {X ∈ Fn | AX = b}

W和 V有什么联系?
基本事实:

∀α, β ∈ W ⇒ α− β ∈ V.
∀α ∈ W, γ ∈ V ⇒ α+ γ ∈ W.

定理

若 W非空,任取 γ0 ∈ W,记 γ0 + V := {γ0 + α | α ∈ V}. 则
W = γ0 + V.
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一般线性空间

n维数组空间 =赋予了加法和数乘运算的 n维数组向量组成的集合.

加法,数乘 // 线性组合 // 线性相关 (无关),等价

��
秩,基,维数

wwooo
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极大无关组oo

坐标 过渡矩阵 扩充基

问题: 能否赋予其他集合 “+”和 “·”，使得其满足类似的性质和结构?
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一般线性空间定义
设 V为一个非空集. F为一个数域. 若 V上存在两个运算

1 加法: 任意 V中的有序对 (α, β),存在唯一的 γ ∈ V与之对应.记为
α+ β. 即, V × V → V (α, β) 7→ α+ β.

2 数乘: 任意 λ ∈ F,任意 α ∈ V,存在唯一的 γ ∈ V与之对应.记为
λα. 即, F× V → V (λ, α) 7→ λα.

满足如下规律 (八大公理):
1 A1): α+ β = β + α, (∀α, β);
2 A2): α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, (∀α, β, γ);
3 A3): ∃θ ∈ V s.t. α+ θ = α = θ + α, (∀α),这个 θ也常记为 0;
4 A4): ∀α ∃β ∈ V s.t. α+ (β) = θ = (β) + α,称 β 为 α的负元
记为 −α,定义减法为: γ − α = γ + (−α);

5 D1): (λ+ µ)α = λα+ µα, (∀λ, µ, α);
6 D2): λ(α+ β) = λα+ λβ, (∀λ, α, β);
7 M1): λ(µα) = (λµ)α, (∀λ, µ, α);
8 M2): 1α = α, (∀α);

则称 V为 F上的线性空间. V中的元素称为向量.
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线性空间的一种判定方法与基本性质

性质 (一种判定方法)
设集合 V上带有两个运算

⊕ : V × V → V� 和 � : F× V → V.
若存在正整数 n和一个双射

φ : V → Fn

满足以下两条

1 φ(a ⊕ b) = φ(a) + φ(b) (∀a, b ∈ V);
2 φ(λ� a) = λφ(a) (∀a ∈ V), ∀λ ∈ F,

则 V为 F上的线性空间.

性质

1 零向量 θ唯一;
2 负向量唯一;
3 0α = θ, (−1)α = −α, λθ = θ;
4 λα = θ ⇒ λ = 0或 α = θ.
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常见的线性空间

例

1 Fn;
2 En: n元线性方程全体;
3 Fn[x]: F上次数不超过 n的多项式全体;
4 Fm×n;
5 F = R, V = C;
6 F = R, V := R+ := {r ∈ R | r ≥ 0}, r1 ⊕ r2 := r1r2, λ ◦ α := αλ.
7 Cn := {a0 + a1 cos θ + b1 sin θ + · · ·+ an cos(nθ) + bn sin(nθ) |

ai, bi ∈ F};
8 C[a, b]区间 [a, b]上的连续函数全体;
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线性空间反例

例 (反例)
1 F = R, V = R+,通常 +×
2 F = R, v0 ∈ Fn, V := {v ∈ Fn | v ∦ v0},通常 +×;
3 F = C, V = Rn[x]通常 +×;

注: 一般线性空间没有长度和夹角等几何概念.
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子空间

定义

设 V为 F-线性空间, W为 V的非空子集,若
1 任取 α, β ∈ W,都有 α+ β ∈ W;
2 任取 α ∈ W以及 λ ∈ F,都有 λα ∈ W.

则称 W为 V的子空间.

例

1 平凡子空间: W = {0}或者 W = V.
2 生成子空间: 任意子集 S ⊆ V,

〈S〉 := {λ1α1 + · · ·+ λnαn | λ1, · · · , λn ∈ F, α1, · · · , αn ∈ S}.
3 Fn[x],Cn ⊂ C[a, b]
4 W = {P ∈ Fn[x] | P(x) = P(−x)} ⊂ Fn[x];
5 任意 A ∈ Fn×n, W := {X ∈ Fn×n | AX = 0} ⊆ Fn×n.
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数组向量空间上的概念以及性质推广到一般线性空间

前面关于数组空间的绝大部分结论都可以平行的推广到一般线性空间
上 (只需要,证明过程中只涉及加法和数乘).

加法,数乘 // 线性组合 // 线性相关 (无关),等价
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秩,基,维数

wwooo
ooo
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极大无关组oo

坐标 过渡矩阵 扩充基
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线性相关性
定理 (线性相关等价刻画)
给定向量空间 v上的一组向量 α1, α2, · · · , αm. 则以下几条相互等价:

1 α1, α2, · · · , αm 线性相关. 即,存在不全为零的 λ1, λ2, · · · , λm 使得
Σm

i=1λiαi = θ.
2 存在 i ∈ {1, · · · ,m}以及 λ1 · · ·λi−1, λi+1, · · · , λm ∈ F使得

αi = Σj̸=iλiαi.
3 存在 i ∈ {1, · · · ,m}使得

αi ∈ 〈µ1, · · · , µi−1, µi+1, · · · , µm〉.
4 存在 i ∈ {1, · · · ,m}使得

〈α1, α2, · · · , αm〉 = 〈α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αm〉.

注: 这时候没有与 “AX = 0有非零解”的等价形式.

定理

若 S1 ⊆ S ⊆ V,则
1 S1 线性相关⇒ S线性相关;
2 S线性无关⇒ S1 线性无关;
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极大无关组

定义 (极大线性无关组)
设 α1, α2, · · · , αm 为向量空间 v上的一组向量.若

子向量组 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性无关,且
任加另一个向量 αir+1

后,向量组 αi1 , αi2 , · · · , αir+1
线性相关,

则称 αi1 , αi2 , · · · , αir 为 α1, α2, · · · , αm 的极大无关组.

定理

若 S1 ⊆ S ⊆ V,则以下几条等价:
1 S1 为 S的极大无关组;

2

{
S1 线性无关, �
S可由 S1 线性表示

3

{
S1 线性无关, �
S与 S1 等价

4

{
S1 线性无关, �
〈S〉 = 〈S1〉
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向量组的等价与秩
定义 (向量组等价)
两个向量组称为等价,若它们可以相互线性表示.

定理

两个等价线性无关的向量组个数相同.

定义 (秩)
一个向量组的秩定义为其某个极大无关组中向量的个数.

定理

设 S, T ⊆ V.则
1 S线性无关⇔ rank(S) = #S;
2 S线性相关⇔ rank(S) < #S;
3 T可由 S线性表示⇒ rank(T) ≤ rank(S);
4 S ∼ T ⇔ rank(T) = rank(S);
5 T可由 S线性表示且 T的线性无关⇒ #T ≤ #S.
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基、维数与坐标

定义

1 设 V为线性空间.若 S ⊆ V线性无关,且 V = 〈S〉,则称 S为 V的一
组基.

2 设 S为一组基.若 S为有限集,则称 V为有限维空间,否则称之为无
限维线性空间.称 S的个数为 V的维数,记作 dimF V.

3 若 S = {α1, · · · , αn}为 V的一组基,则对任意 α ∈ V,存在唯一的 n

维数组向量 (λ1, · · · , λn) ∈ Fn 使得 α =
n∑

i=1
λiαi.称向量

(λ1, · · · , λn)为 α在 S下的坐标.

定理

1 n维空间中的任意 n + 1个向量线性相关.
2 n维空间中的任意 n个线性无关的向量组为一组基.
3 n维空间中的任意线性无关的向量组可扩充为一组基.

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 线性空间



例子

例

{1, cos θ, sin θ, cos(2θ), sin(2θ)}为
{1, cos θ, sin θ, cos2(x), sin2(x), cos(2θ), sin(2θ)}的一个极大无关组.

例

设 T ⊆ S ⊆ V. 则
rank(S)− rank(T) ≤ #S − #T.

证明: 设 S1 为 S的极大无关组,则 S1 ∩ T线性无关.因此
rank(T) ≥ rank(S1 ∩ T) = #S1 +#T−#(S1 ∪ T) ≥ rank(S) +#T−#S.

例

1 dimR C = 2; dimF F[x] = ∞; dimF Fm×n = mn.
2 记 W = {f(x) ∈ F[x] | deg f(x) ≤ n, f(2) = 0}. 则 W是 F[x]的子空
间.则 W有一组基 .
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例子

例

求线性空间 Fn−1[x]从基 {1, x, · · · , xn−1}到基 {1, x + 1, · · · , (x + 1)n−1}
的过渡矩阵.

例

矩阵

(
1 0
0 0

)
,
(
1 2
0 0

)
,
(
1 2
3 0

)
,
(
1 2
3 4

)
构成线性空间 F2×2 的一组基.

这组基到 F2×2 的自然基 E11,E12,E21,E22 的过渡矩阵为 .
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子空间的运算 *

如何从已有的子空间构造新的子空间? 子空间的交还是子空间.

定理

设 Wi(i ∈ I)为 V的子空间,则 ∩i∈IWi 也为 V的子空间.特别地,设 W1,
W2 为 V的子空间,则 W1 ∩ W2 也为 V的子空间.
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